
39 

HEINRICH•HERTZ•INSTITUT FOR SCHWINGUNGSFORSCHUNG 
BERLIN• C HARL O TT E NB UR G 

Technischer Bericht Nr. 39 

Der Spannungszustand im Schallfeld 

Dr.~Ing. G. SCH'WANTKE 

1 9 6 0 

J / 



. i 

' Tecrhnischer Bericht 
1 
:Nr. 39 

.. · .. ··. 

Der Spannungszustand im Schallfeld 

. \. 

Zusammenfassung 

- Ausgehend von der EULER-Gleichung wird auf . einfache . Weise 
allg~mein die Spannung . im Schallfeld hergeleitet und\ die 
Strahlungskraft für beliebige Eirifallswinkel und~Refle~ 

· xionsverhältnisse im ebenen Feld berechnet. Zum einfachen 
Verständnis . der tensoriellen Kraftwirkungen .wird die Ein­

, führung einer "Ersatzimpulsdichte·,, vorgeschlagen 7 d_ie im 
stationären Fall fiktiv ist, beim begrenzten Wellenzug 
jedoch in eirl~n :wirklichen Imptlls übergeht. · 
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Der Spannungszustand im Schillfeld' 

l!._~!~!~!!~~g „ 

Fällt eine Schallwelle auf einen reflektf er enden oder absorbie- .\ 
renderi Schirm, so _ist darauf im Zei tini ttel · ein Überdruck meß-, 
bar, der "Schallstrahlungsdruck 11 .genannt v,ird. :bieser·Effekt 
~st ~~it langem bekannt. Obwohl er zu~ Energi~messung in der ' 
Ultraschallforschung herangezogen werden kann und •wird, istdas 

' Interess~ an diesem- Effekt wohl yorwiegend theoretischer Natur. 

' 
Bei dem Versuch, aus der groß,en Zahl der Arbeiten über dieses 
Thema eine besonders prägnante und befriedigende Formulierung 

. ' ' i . ' 
zu finden, zeigt_en sich manche Unstimmigkeiten · oder doch wenig7 · 

' . . ' . . ' . \ . I ~•· . 

stens unnötige Umwege und , Beschränkungen. So entstand nach : ei.:.. ' 
• ' , . ' , _i 1 ., r . , 

nigen eigenen Irrungen eine neue. Darstellung, die einfacher und 
zugl~ich alf-gemeiner is·t als f~ühere, im wesentlichen durch 

. konsequente · Verwendung der Eulerdarstellung und ,der i:r:i der Ten7 -· . . 

sorrechnu:rig üblichen Ind_izes - Schreibweise. 

Den u~~prürigli9h mehr kritisch sichtenden Absichten entspre- ' 
. chend iei ~s. gestattet, eine ku~ze Würdigung eines repräsenta~ , 
tiven Querschn:itt's des b_estehenden Schrifttums voranzustellen • 

' ' 

Die ersten ,Berechnungen des _ Schallstrahlungsdruckes gehen auf 
Lord. R a y 1 e i g h [ 1] - für das geschlossene Rohr - und 
L a n g e v i n 

Folge·rurigen,, .die 
[2] - für ' das freie Schällfeld - zurück. Df~ 

' 
R a y 1 e i g h hinsichtlich der Imp

0

ulsdich-
te der · Schallwelle zog, berücksichtigen - durch die -Beschrän- ·. 
kung auf den . senkrechten Einfall und ideale

0

Reflexion - · aller:.;: . . 

dings nicht genügend den Transformationscharakter ·der imSchall-
feld w~rkenderi Kräfte. Ei~t B. r i 1 1, o u , { n · [j] wies a~f 
die Tensoreigenschaft des Strahlungs- 11 Druckes" ·hin, allerdings 

/ ' ., ' .• " 

nicht ' als Folgerung aus den Grundgleichu~gen, sondern als Zu-. -- ' . . , , ' 

satzpostulat, daß der Imp~lsfluß JV, V'k für ._die Kräfte im · 
' Schallfeld verantwortlich· sei.,Spä,tere .Arbeiten beschränken 

sich wieder a~f de~ eindi~ens'ioriale:ri. Fall. mit gel.egeritlicher 
Berufung auf B r . 1· l ' 1 o ·u ·i ·n • Lediglich von i B o r -g n i .s . . . 
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[.4] werden die ' Gesetze des, schrägen Einfalls indirekt aus I dem 
, , : , I' ( • 

Kräftegleichgewicht mit Hilfe eine_s · Gedankenv~rsuchs _ .he:rgelei- :_ 

tet. Drehinvariante Formulierunp: en wurden nur in einer . neueren 
~· · . . ' . -:- ' '·~ . 

Arbeit von R\ :a -~ a s k i e w i _ c z . [5) _angetroffen,; dereµ 
Herleitung· j ed'och' Mängel aufweist. ' ' · ·,. · · 

Da die ,Kräfte im Schallfeld von 2. Ordnung sind, genügen die 
·, r' . . . , 

--·.· gewöhnlichen linearisiert~n 

bung nicht •. In der strengen 

Feldgleichungen -zu ihrer Bes9hrei-

• 1. 
N e w t o .n 'sehen Strömungsglei-

chung 

i 

dw , .... 
J "cTt + 'rro..dr = , F . i( 1) 

. ! 

bedeute.t das erste Glied die Trägheitskraft eines str,ömenden 
, Teilchens,· die> -Zeitableitung ·also - die Ges'chwindigkei tsänd.er~ng, 

wie sie , ein mitbewegte'r Be.obachter f .eststell t. Die direkt aus 

der Punktmechanik übernommene Beschreibung der Koordinatenei­

nes bestimmten mat~riellen Teilchens geht auf La 
1

g r ~ , ~ g e 
' • ' •• ' 1 

zurück_ und ist natürlich: nur, bei schwingungsföriniger Bewegung . 

sinnvoll, wenn nämlich das Teilchen eine gewisse feste Ruhela-:­

ge· besitzt. Ein Vortei+ der II L a g r a n g e - Darstellung" · 

ist~ · daß .fU~ di-e entsp~eöhende' :\Vellengleichung · im eindime~sfo­

nale:n· Fal·l -eine einfache Näherungslösung . angebbar ist ( 6] , 
-J7] · . ,*) Dafü~ stö~t aber eine mehrdimensi<?nale . Betra~htung auf 

' ~roße Schwierigkeiten. 

De·m Kont:inwm besser angepaßt ist die auf E u 1 e r zurückge-
' · hende Beschreibung in -ortsfesten· Koordiriaten. In diesem Fall ' 

ist bei d'er Zeitableitung in Gl . - ( 1) zu beachten, d~ß zu . de~ · 

Änderung de~ ge~amten Strömungszustandes_(lokaler Anteil) da­

·d1:1rch · eine zusätzliche · G~sc~windigkei tsän:derung eines Teilchens 

.. auftritt', daß_ es wei terwandert (konvektiver Anteil). 

,, 
*) Die _Well~ngleirihung in Lag r ~ n g e ~ Koordinateri ist · 

aber keineswe·gs linear, wie ·z.B.· von ,H · e r t z und' M e n­
d e _ [8] und NachfqTgern [5, · 9; 10] durch unzulässige Ver­
·nachlässigung von -' Gliedern 2. Ordnung angesetzt wurae. _ Da-
_ durch .ergipt sich nur indirekt ein . (und zwar rein skalarer) 
· Strahlungsdruck durch Dichteerhöhung bei . Wechselwirkung _mit 
dem frei_en: Medium·. ' ' 

..-:-· 

,, 
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Beide Darstellungen sind.zur Berechnung des Strahlungsdruckes 
/ ~ ' 

herangezogen worden. In Lag rang e - Kpordinateri wird aus" 
einer Näherungslösung der mittlere Überdruck ·vor einer Wand b_e.:.. 

sti~mt [3, .7, 5, 8, 9~ 10] • Das gleiche Verfahren ist in _Eu -
' / 

1 er - Koordinaten nur bei der :i.deal reflektierenden Wand an-
wendbar, w~shalb dieser Fall bevorzugt behandelt w1;1-rde (1, 11') 
12, 13], ·am elegantesten von· B o p1p _· [13]. Bei d'er.absorbie-· 

renden Wand tritt dazu noch eine zusätzliche Kraftwirkung durch 
den sogenannten Impulsstrom (5, 14.]. 

Der Vollstän~igkei t halber sei noch auf eine wei ter_e Möglich-_ 
_ kei t hin.gewiesen: der Berephnung' der Kraft auf eine bestrahlte 

Wand aus dem Impuls der Schallwelle.· Solche.Versuche sind von 
Ra y 1 e i g h [1J,und·'.später von Sc h ä-f er f11J gemacht. 

. . ' 

w~rden, beide ,jedoch aus dem gleichen Grunde inkorrekt wegen 
einer· fehlenden Transformation von ,L a g r a :n g ·e auf, E u· -

, .· . ' . ,. - . . 
1 e r_-·Koordinaten~ Sc hoch l7J 1hat nachgewiesen 1 daß die-

•. . ,. ' 1 \ 

.ßes Verfahren nur bei begrenzten Wellenzügen z~m Erf6lg führt. 
' ' 

M ~ r c i er (15] verlangt die Existenz eines Impulses der, 
Schallwelle.aus Analogiegründeri, was aber nicht überzeugt.*) 1 

Wir gebe~. der · E, u 1 e r - Darstellung den "'."or_zug, wei;:L man 
nur· damit das Problem drehinvariant formulieren kan~. 

/ 

'"/. 

*) M _e r :c i e r wendet sic_h 'in diesem· Zusamm~nhang gegen Wi­
dersprüche der 1"klassischen Berechnungsmethode 11

, (d.h. der 
Lag rang e - ~ethode), die aber auf -Mißver~tändnissen 
und Ir.rtümern selbst in den linearisiert~n Lösungen beru-
hen. · 
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Da wir auf eine tensorielle Größe hinauswollen, ist 'es zweck.'.. 
mäßig, die GI'.Undgleichungen gieich in , Koordinaten - ,und nicht 
Vektorschrei·bweise zu verwenden. Dann wird Gl. (1}: 

'. ... dVi .. ..... ..,_. 
..; , dt f?,i = ·~ 

(1•· ) • r·-=..w_ ,,. , ax· · 
(, 

. . 1 ' .' 

Gemäß den vorangestellten Betrachtungen muß Vi als Funktion 
; ' ' 1 , , . . 

von x1 , x2 ; x
3 

und t aufgefaßt werden 

. du.· . a Ui · J_ _c:)~ axk . . . -..:::..C.,.. . .:::: 

! ~ 

+ dt k · 3Xk 
I 
ot 

= avi. _,_ 
?.!._· J I: • V-k at . 

Das Summationszeichen 
wird .im Folienden Fort~ · 
gelassen. Über .gleiche 

' 'j • ' 

Indizes · .ist ·stets zu · 
summieren. 

Damit ergibt sich'die Eu 1 er 'sehe Gl~ich~ng 

O av,. ·+ 
J at 

,, ( 

g ·V~/Jt: ?Jk + · '/t1i = Fi_ ( 2.' ) 

F, ist ,eine auf die Volumeneinheit bezogene .äußere Kraft. Zu 
Gl • . ( 2) . wird nun die .Kontinui tätsgl~ichung mit tri multipliziert 

(9~),k ' + ~r = · Q · /·tri ( 3' ) 

und addiert, unä es folgt: 

, ö2V'i ( at + f lJ2 v·,J,k + !211, - ff 
oder 

c).9?)';. 
at ' + (J21t·ül( , + . . ]i;.J';k)ik = . /j_ 

mit · 
'J 

~k 
1 f Üt i :r k 

0 i ;f:.k 

( 4 ) 

( 5 ) 
• 1 

-i 

\ 
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Da.die "Lösung in jedem Fall irgendwie zeitlich periodisch ist, · 

fällt im Zei tmittei das . e_rste Glied iri Gl. ( 5) fort, . ~nd man .. . 
erhält ( das _, Zeitmittel durch Überstreichen bezeichnet) 

( g Üi_ 7Jk + Tl lJ;k);k -= -~ ' ( 6 ) 

' 
In der Klammer auf der linken Seite · steht eine Größe vom Cha-

r?,kter eines Tensors, der bereits -den gesuchtenSpannungszu-. 
! • ' ' ' 1 • : • • , / , 1 

stand beschreibt. Integriert man nämlich über ein raumfestes 

Gebiet G und · for~t nach Gauß ·um, , so stellt sich dii Ge~ · 

sariltkraft als 9berflächenintegral . über die Spannung dar: 

:fic g Vl v-,_ + · 11 ~k>1s" · = Jn dv ( 6 1 ) 

''--

' ganz _anal'og · wie bei . den Spannungen der _ Elastizitätstheorie oder 

den M · a x w. e 1 · 1 '~chen. Spannungen der Elektrodynamik. Wir: , 
. \ ' ' ' . .. 

.können also dem Schallfeld allgemein ~inen Spannungstensor . ·zu.'.. 

schreiben gemäß: 

T;_.k : .~ff ~k + J V'i . ?jk ( 7 . ) 

Tik ~ag auch Strahlungstensor heißen :- an Stelle des eingebür­

gerten, aber nicht korrekten _Begriffs "Strahlungsdruck" .:. • 
1 

3. Ein•fache· Sonderfälle ------------------ . 
a.) In einem gegebenen Schallfe_ld macht . es · meist keine Schwie- · 

rigkei ten~ die Gr.öß~ JV'~ V-k · zu ber_echrien~ ·weil dazu die 

lineare Näherung a,usreicht. Schwieriger ist es, fi. zu be­

sti'mmen, weil die lineare Näherung dafür stets O liefert. 

In einem Sonderfall entfallen diese Schwierigkeiten • . Be"'.'" 

trachten ·wir dazu . eine f ortschrei tend'e . ebene Wedle belie­

biger Einfallsrichtung, · ·die auf einem total absorbieren-:-
• - . ' ' ; '. . ! 

'den ~chirm auf_fäl t • . Der Schallstrahl befinde sich im · frei-

en Medium, sodaß ~in Druckausgleich mit der Üing~bÜng mög-
' . 
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,:· lieh' ist. "' In dies ein · Fall ist Jeder, ·der beiden . Summanden . 

: in Gl~ (7) ·unabhängig voin Ort, insbes~nd~re al~o · j, .= :fl- = 0 
(wegen Druckausgleich, 71 bedeutet· raumzeitli,ches Mittel) -~ 

Es gilt also 
,; .. ,,.,, 

-T;k = g V'i _?J'k ( 8 a ) 

Die Kra;ftwirkung auf eine . Fläc,he Sk ·ist . dann 

F,;_ ' = 
i _ 

OV,• 11:1:, s ) ,. , k 
( 8 b ) 

liegt also in Richtung d~r ~iniailenden Well~, ·n~cht in 

,\ Richtung der Flächenno:rmalen 'wie beim gewöhnlicheh Druck.*) 
1 ' 

b •) . 

· Die Normalkomponente T transformiert sich .demnach mit 
2 

_ nn -
dem cos des Einfallswinkels ;J, .. ~. sodaß . 1 

Tnn = g'?J'2 · cos2-J> ( .8 c ) 

' ' 
Als zweiten Sonderfall betracht.en wir den Strahlungsdruck 

auf eine . ideal reflektierende w~hd',bei ~enkrecht,em Einfall. 

Hier wird an , der har,ten Wand . 7.t = Vk(x =o):: 0 Aus Gl. ( 7) 

wird 
' i 

T,_k = f1. ~k 

Der Spannungstensor ' reduziert sich \'.Ol;' .de.r: )! ap.q. _ auf. ;~;lpe 
; • • > • 1 , .- • .. ' 

reine Druckwirkung. Dies ist der einzige Fall, -in dem man 
' 1 

die Tensoreigenschaft außer -acht · 1a·ssen und den Strah- . . 
' . ' . - ; .... : . . . / 

lungsdruck durch eine „ geeigne.t er M;ittelwe'rtsbild11:ng aus · -, ·, 

. dem S:c~i.all'druck berechnen kann.· [1 , 11 , .. 12, 13] · 

*)Man muß dazu voraussetzen, daß eine absorbierende . Oberflä­
che Tangentialspannungen aufnehmen ·kann; z.:ß. eine poröse 
Oberfläche mit Luftreibung. Im Sinne der Eulerdarstellung 
ist eine feste aber poröse Oberflä che als Bild einer 'absor-

. biereri.den Belegung d_er mitschwingenden V/and · vorzuziehen, 
denn.man betrachtet ja ortsfeste Koordinaten. 
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Um ei'ne 'Au'ssage über p zu gewinne~·, _legen . wir eine Hüllfläche, · 
. . . . . . . / 

die auf der einen Seite an .die reflektierende Wand anschl'ießt, -
1 

' . . ' i . ' ' ; ' 

eine . dazu parallele . Fläche und dazu senkrechte Seitenflächen 

besitzt, und bilden ·. das Integral ,(6;) ·. Die Seitenflächen lei­

sten dazu keinen Beitrag wegen 1t, = Ü"z = 0 und fi = fi.(X) 

Bei · der AbwE:senhei t äußerer l)r:ä:f.te gilt dann .·. 

- - - ~ ~ 
]1(0) = r- (x) + .9Vx(x) = · const 

- ~ 
(l t ' J -i'x2 

Damit . '\ 

- ~ 
. ~k ~ ( 71 . + g 1'x ) ~ik (9) 

Nehmen wir wieder Druckausgleich mit der· Umgebung: an, ·so · ist, 

.fi.; O • Außerdem gilt ; ===-= .. -=-
g -u- , = 2c. = t. ,-(n 

Man erh~Ü t~ ·das bekannte Ergeb:nis. 

.' 

1i-~~E_§!!:§f!1~!!ß§.~~!!§.2E~!~-§11ß~~~!!!~!!-~~~!!~!!-§.~!}~11f~1~ 
. ', • 1 

Wir erv-1eitern nun unsere Berechnung von p in Gl. ,(7) auf belie~ 

.bige Einfallrichtung·, und beliebigen Refleiionsgrad der Wand~ · 
' . ' . ' . 

wobei jed_och die .Schallwelle im Innern des-Me~iums ketne Dämp-

fung \besitzen'; soll. 
._ . . 

Die· Reflexionsfläch~ i~i wi~de~ gegeben durch· x = O. Zrir 'Bil-
- . . . . " 

ßung des Integrals (6 1 ) legen wir·wieder die gleiche Hüllflä-

che wie .in Ab.sqhnitt ( 3 b ) : eine Fläche längs x ·= 0 ,' 
1 

eine . ge­

genüberliegende bei x =. ·a und dazu senkrechte Verbindungsf1ä-

chen .. 

Dann gilt ·, indem man jeweils . gegenüberliegende Flächenelemente 

, zusammenfaßt~ .. für den kräfte.freien Fall 

, {[ f!,(aJ - 11 (o) J ai; + g 1\ lix I 
. xcC( 

f ?J;, "x I . ' } 1 & ,. ~ o 
X:: 0 - .·· 
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De;r Integrand ändert sich' ~icht in y- und , z-Richtung, dah:8:r'--

tragen auch -die Verbindungsflächen nichts zum Hülleriintegral 
.. . · - l . ·· . • , 1 .. • 

, . bei. Jetzt . wird über i a · gemi ttel t und speziell 1 = 1 ·gesetzt, 
• • ·, J 

\ 

„ pan:n folgt :/ 

1 

J1 --~_- 'J.·~;2 = n(o) + i '2 v-,21 
1· ' .J X i 1 ' 

X==·O,. 

An der Betrachtung ä~dert sic_h nichts, we:rin wir • - , um deri' Druck-
. / ' ' .' 

mittelwert p an einer beliebigeri Stelle x zu erhalten - die 1 

1 . ' . . ! . \ 

·eine Seite der Hüllfläche . nicht mit der Reflexionsfläche zu-
• . · ,, •·· . . . 1 

sammenfallen lassen, sondern .senkrecht zu efner beliebigen Ko-
or.dinate x verlaufen lassen. : ·nann folgt allgemein 

~ i 

,. 

-
>r-rx) ,= Tl, ' +:. J V'x 2 \ - ' 9 ?) X 2 l 

. . . . · ' ' X 

. ( 10) . 

/ 

Setzen wir -diesen, Ausdruck in Gl. (7) ein, so st'ört noCh for-
• • 1 

~ai die B·evorzugung der Koordinate ' x in der so~st kodrd:i.riaten- . 
\ . , . . ' \ ' . 
invarianten Schreibweise. Wir se:tzen daher eine beliebige Lage 

./" : ( . . . 

der Reflexionsfl äche an, . die :durch den Stellungsvektor Si 
' . ' ~ ... . '' . ' 

mit Si Si,= 1 charakterisiert sei. Dann . ist die· Nornialkompo-
nente der Schwe.lle Vn ·= V-iSi ·und wir erhalten '~it Gl ~ ·(7}: 

lik · = ( ri '·+ g(trtst)2 - J(VtSe)2)dz·k+ fV(ifk (11) 

gültig ,für _ jede Stelle im Innern unß :am Rande _. Die _ räumliche 

.Mittelwerts.bildung da rf ruhig über alle' Koordi~a;ten· laufen, 

, q,nstatt n~r .Uber _die Refl·exionsfläch.ensenkrechte, da _parallel 

d~zu 'das 
1

Scl~allfeld .. sich ·nicht ändert. Mit Au·s~ahme von p · 

enthält Gl. ( 1·1) nur noch Größen, · die sich aus ·· Lösungen · der be- · 

kannten linearisi:erten ·For;m
1 
de; Schallfeldgleichungen au~drük.:.. 

ken lassen. 
1 

Natürlich enthält Gl. (11) die Sonderfälle Gl. (8) ·und (9). 

f 1 

1 
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5. Die· · L a n g e v i n 'sehen .. und die R a y 1 e: i · g h 'sehen . 
___ RandEedingungen _________ · _, -----e- _____ 1 ______ • __ • _ · __ _ 

Durch die Randbedingungen wird die noch fehlefode .. ß-r:öße p · be~ 
. . •- . . . . . . . .. . ., . . .. 

stimmt. Im \ L .an g e· v in .Lschen Fall ist· d~r Schallstrahl 
~ • > • - • • I 

von freiem ungestörten Medium ~mgeben, sodaß . im stationären · 

Feld ein D~uckausglei~l+ mit d.er Umgebung stattfinden kann. · Es 
1 • · • · ,. ••• 

ist also 

r. = o (12 a) 
i 

indem üblicherweise der außen herrschende ·Ruhedruck zu O nor-
, 

· miert wird. 

Im R a y 1 . e i g h I sehen Fall ist der Schallstrahl· durch ei­

J;l~ _)1art_e. _ W~nd ,, etwa· ein ·Rohr, begrenzt. Es kann also kein 

Drlickausgleich stattfinden. Andererseits kann keine Materie 
. : . 

nach außen abfl~eße~, .sodaß hier 

J1 ,- Jo = 0 (12b) 

,. 
..; • , I 

Wir verwenden die allgemeine Entwicklung 

r ~ c
2 (r ~ 5'0.) +. ; ir (J -,: Jo/ 

und führ~n . in das quadra ~is_che Glied dJ.e linea:rie Näherung ein: 
.' ~ 2 

. ·ri- . ~ 

. E7' = 2~oc2 

,,. ·.· 

'· ~ c''4 (9 .- - ·9o) 2 

2C~<jo 
. ,, 

·,, ·(.·i:/'~ oo) 2 == ' 2E Z 
. . J J ~ c2 

, . 

, 

' 

• ' 1 \ 

Mi:tteln wir · raumzei tlich . unter · Berücksichtigung von Gl. { 1.~ b) , · ' 

un~i _s'etze~ :Ln" d'ie_. R~ihe ein, so folgt . 

- - = ~~ ac2 = 2E, . dl~?c 
'{1- -. E,-,, c?· O'J : · "a log~ 

- ·atogc 
- Eat6g9 ('13) · ' 
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- - 1. -
1 wegen. 2E,1 = ~i + Ek. 

. . . tn.. 
Als Sonderfälle er~eben sich mit der 

1 . 

üblichen Abk~rzung 
. \ 

/. „ 1 .'lo d 2Tl 

? c2 i!9? -
. ·atogc ·. 

. ' . . . otog§> ·i . 
= ))' . ... für 

ideales Gas, Adiabate 

Boi 1 e '~ches Gesetz 

V
>c . 

ft · = const 

r- :: . const .'~· o· . 

V':::j(X-7) . 

V': 0 .. · 

V=- -~ J 

,, .) 
. _, ' 

H o -o -k i 'sches Geseii r, = coast _ Ct;1nst 
. ·1, . ' . y . , 

~~-~~~~~1E~g-~~f-~1~-~~~~~g-~!~f~ll~~1~~§~t~ll~~ll~ 

·. Die teilabsorbierE:nde Fläche mit dem 'I{eflexi~nsfaktor lR = R e.''P" 
lieg'e wieder· ·längs x ·= 0 • Darauf falle ein:e Schallwelle ·d·er . 

. (Einfalls-),Ampli tude P. ~nter dem Einfallswinkel :~. Wir ver­

w'enden die Zeigerdarstellung der Scha];lf eldgrößen. Das Schall-
·- ~ 1 

.f eld ist dann gegeben ..,9-urch 
1 . 

1 

, _ ""' ikysinV'[eikx;os'iP + .~ e·,·kxcos~-j .,, ·- n e . . . G/T.., . . 
I - I • .. . . . . : ;_. ' .. , . - , ·.' _-· (1.4) 

\ • 

1 

wegen dU'/ ' Jat, .+ r1,, · - 0 ::;: ·· . folgt ': 

V: = -,;; kcosiJ'[·eikxcos-tf. __ .·_;Ö(·e:·~lkxcos--J-i1.eikySiri?J. · 
X ' 1... W O ' . .. · .. ,_ · .. ! . · 

. . . ..J ' ·' ;' . . . .. . ! . 
' . 

. ·'"· u = ·;;, ksi,;v[·ei~x~os(r+ -~-e;.~·k~cos·}\e-~·kysti? .-{r-·_ 
~ · I „ W O · _ ·. _(J_r..,· ··· . · J . . .· , . ', J ·. . . -· ' - ··., . _- -· '· . . _, ' ' , . 

1 • 1 ' ~· •' • 

Wir bilden daraus: 
. ' ' "'-.2 .. . 

tr,/ = ½ V;, vx" = 2;: 2 . c0s2iJ[ 7 + R2
-,- 2Rcos(t,xcoS-l} ,,-'f) J •·•· 

u 2 = 1.. v. u* 
~ 2 ~ J' 

9 . .. . . . . · . ' \ 
. . . _. ; ' 

. ""2 ·. .. ' . . . ; . . . . . .. ' . . ' . . ' . ' ' 

= 
2

; 
9

; Siill;J{r -,c R 2 
; 2Ri:oS(kxcos.,J, '""'f) J 
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0 

\ 

und schließlich: 
. "'2 . . . 

V'x Vj, ~ ; 'u?Ai 7';, ''/J'} = 2 /; J f sin. 17cos 8-, [;7 - R 2 J 
"'-2 

Dabei kann man noch :ei~führen, . 
2

J: 
dichte des .einfallenden Strahls". 9 

., 

Ma~ erhält danri aus . Gl. (11): 

= Ee. , ·= Energi_e-

,· T; k = [_ f1 + Ee cos,2,~ · 2 l? cos (k>< Cf SV' - ,'f )]. ~k 

' 

[eCOS2-/>'[1.tR~~2Rcos(kx~os()~''f>)} • ik: XX 

·,, 

i.' 

( 15 a:)) · • · . ·. · · .. . . ·· · · 
. + ~ s /n ?J~ CDS .,j [ · 7 - • R :; J · -·· · i k • xy . 

' 

Eesin.2v[1+_1(2
+2RGOf(k>f_COS·~~<p)) i~ =yy 

. . ' ' .' • • ; • :. • • . ' c' • : • .. . ' 

., 

· oder 
\ ' . 

Txx = : J1, . +. f'ecos 2
~ (t + R 2 I 

l;y = . Ee s11tiJ-c;srf[1 - R 2'j · 
. (15b),, 

. 1 - •' .. . . 

l;y. t ·-7' . + Ee·2_Rcos(kx_cos"J3, ~'y;·f +·fesin 2 {)'[-1 + R2) 
. . 

Die Normal_komponente transformiert sich wieder _ mit ciem co~ 2 

de~ Einfallswink~ls. Das folgt nicht ' selbstverständlich aus 

dem . ai'lgemeinen : Transformationsg.esetz f ·ür Tenso~en, da sich 

mit dem Ei~fallswinkel cla~ ganze Schallfeld . änd~rt. -~ine · Tan- ' 

geritialkomponente tritt riu:r auf, · wenn· keine .:ideale Reflexion .. 
' ' ' ' . . f 

vorliegt (unß - trivialerweise - ·kein senkrechter oder strei-
.fender Einfill). . . ' . , . ' 

Als Sonderfälle für ·. R = 0 hzw . -- R = 1 und ,,,..= 0 erkennt 
. - , . . . . . ' : . . ' . ' . / . . ' 

man sofort 'die- -im Abschnitt 3 betrachteten Fälle. ·Für die har-

1 

' ·, 
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'' 
te 'wand bei ·x = 0 muß bei unserer· Koordi~_atenwahl. <f .=. 0 ge- , 

·setzt werden. 
,., 

Ist die Begrenzung des Mediums {de?=" _Schaligeschwi:ndigkeft c;) _ 

zugleich der üb'e.rgang zu. einem zwe:~.'ten ( der. Schal~geschwindig­
, keit · c 2 ), so ist z~r ·Bestimm11ng der ges_amten 'auf ~lie ·Gr_enzflä.:_ 

ehe einwirkenden Kraft auch die Spannungvon der anderen Seite 
. ' \ 

her zu berücksichtigen, d.h. wir lassen das Hüllintegral Gl. 

(6 1
) zu einem schmalen, die Grenzfläcge umschließenden Doppel-

•. ,....,. '.• • I, 

blatt entarten, um di.e Flächenkr~ft F;_ .... ~u erhalten~ 

Nehmen-. wir eine rntqht abs9rbiere;nde Gr~nzschicht an, so 

ist 

i.::::iihtensität Je:: JR ~ JD = 
. ' ., 

Je(R2+ D2) 
... 

D = Transmissions­
faktor 

folglich ED = JD =- .Je ( 7 - R2
) 

C:J C2. -
f:e ( 1-: R2) EL 

C2 

und damit speziell bei senkrechtem E,in:fcÜl · 

"V . 

·r;. = E(t - 5i.. + R2(1 +· SJ..·)]· n e c2 · c2 ·· . ( 16). 

\ ·, ' ., 
Je nach dem, ob c 1 größer ·oder kleiner als . c 2 ist - insbeson-... ·, 

dere bei kleinem R - wirkt, die Kraft in Senderichtung oder· 
' • ; 1 

entgegengesetzt. Das ~st auch experimentell durch die Versuche 

von Hertz und M ende [aJ· nachgewiesen. 

Die Darstellung der Spannungskomponenten Gl •. ( 15) 'läßt noch 
; ' -

eine sehr .•h~merkenswerte Eigenschaft erkennen. Soweit es die 
j ' • ' 

. K~aftwirkungen auf. die mehr. oder weniger reflektierende Wand 

anbetrifft, kann man das :&"'eld auffassen alslineare Überlage-
, : l. ' . . . . . • ,· - ... 

1 rung einer auffallende:p. und reflektierte'n ·welle. Das ist kei'-

neswegs selbstverständlich, wie vielfach angesetzt wur~e, da 
• ' 1 

die Strahlungskräfte ja nic.ht lin~ar mit den Feldgrößen zusam~ 

menhängen. 
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Einfallende Well~ r _eflektierte Welle 

r, : ft eik(XCos{}wsin '8:) J • , • 

p._ = :o?, fi eik(•XCOS 9'. + y.;irzi9,) . 
Ä .· · ,-' 

~ =. fc cosfJ, .. e ., . ·. 
"'\, . . . n. ' ·. 

., ~ - ~ -1...::- ( . _<)_) . . .•. 
. vx -:-. "~ yc .· -~os v· ·e 

" . lX =.11.__sin -J.~ .. e .... 
.Y . JC 

' ...... ,, 

V-y ~ ?RJ]__siri ~- e · ': · . ·. gc . • .. ·• ... . • 
'Also ist 

- .. : ' , 

Txx = T: + S' V'x~ 1 + 5> ö/l . = J1 + Eecos2 fr + Ee R
2
cos2 -(> ~ 1.. 

. , e .. . .· R .. . . , .. . · 1 

_Txy= s>~t>s+ +. g~ v-yl = 
. e , R . 

Dagegen 

. .: I . 
. . ' . , ' . . . ' 
Ees1nv--cos?P(1-R 2

) 1 . 
. . \ " 

> 
I 
I 
/ ( 

;,;y'= J1 ~J0/i + 21,:/I ·= ]1 + Eesin
2 i}(1+ R

2
) r ' e . R - , , 
~ -

(15 c) 

i . , ··, 

/ ; 

Die letzte Zeile weicht .vom ,Gleichungssystem "(15 b), ab. · Si'e 

en~hä,lt :nicht die S;hwankung der Nornfalspannung ,se~krecht_,. zur 

reflektierenden Wand. Diese.hat allerdings ·auch selten physi- . ' 

kalische Bedeutung. 

• 1 

Die _Erscheinung, daß sich I die mif die reflektierende Wand wir- _ 
. , ·- · . . ' . . ., .· . . , · .. ._ , ·. 

kenden Kräfte ~on einfallender und reflektierter Welle linear 

addieren,•, läß sich auch leicht aus einem Gedank~nversuch '-i<:) ab_; 

lesen~ den man auch äuf, .das nicht ebe'ne Schallfeld erwe{tern 
' . 

kann •. Dazu betrachten„ wir einen Schallstrahl, - der . von einem . 

SEn1der S fast senkrecht auf eine refl.ektier.ende Wa~d und 

' von dort auf einen 'Abs'orber:' A fällt (Ab~. ·r):. ·Auf a.e'r linken 

Seite ac1dieren sich , die Kräfte, 

*) I!l Abänderung: ~iner Überlegung von . B O r g n i s .( 4) . zum ': 
,Transformationscharakter ides Strahlungsdruckes bei Anderung 
der ' Einfa+lsrichtung . 

( ,' 

' · 



l 

14 

. ·,: :· .. ,. ,, ' 

[----:.._. __ :_~,~-..:. ____ ..:,:__] , 
S . . . . ·. . - -'-:--- R 

-.c.., . . ' ·- -...... ,--:- . ' ' -

i-:=c=-===-=--------:=..=.-:::. 
-..-- --·A , .;...- ---:- ----. ' . ' ----

· ---- . \ 

Abb. 1 

1 

also ,a}lch rechts bei , der Überlagerung beider Welle??-,' 

1:._J2~E-§!E~!!±~!!ß~~E~S~-~g~-~~E~f!!!l2~1~-~l!!~E~§S!!§±±~~±!~ 

• ' • \' > ( • • ' i ' 

Wie soll man sich physikalisoh das .zustandekommen e'ines mecha- -

. nischen Spannungszustand'es 'mit T~ngentialkräfte.n; ~ie es Gl, 
( 15) . da~stell t, _ in ei.nem flüssigen Medium v~rstelle~? ··:·_ r 
! 
\ ' 

Die· einzie:;e'Möglichkeit scfreint in der Annahme eines Impuls.:. 

transpcirt~~ zu li~gen~ , 1 

. I , . ' ,. 

Wenn . aber die Deutung zutreffen soll, so muß 'der·Transforma-
• . ,' • 1 

, ~io~sc~arakter von Kräften, die ein Impulstransport auf be- . 

.grenz~nde Wände ausübt der gleiche sei~, wie bei den Kräfteri 
' ' 

im -s·trahlungsfeld ~-

- ( 

Betrachten wir da'zu ein' strömendes Medium .der Dichte . ~ und 

· , Geschwindigkeit ci '. , das -unter dem Winkel . (X · gegen eine ab­

sorbierende Wand mit _ Stellungsvektor S( fließt •. Die ausgeübte 

Kraft entspricht dann -. der Im,pulszunahme -d~r Wand pro Zei tein­

_hei t. Es ist · also die Kraft · pro cm: 

·, 
► 

~ ='jlCi(CkSk) 

ck•Sk = /c I cosa ·. 

„Wir können also auch der Strömung eine formale Spannung 

\ 

!°t·k = ~ ~- Ck· 

(16a) · 

(16 -b) , 

,1 



/ 
\ 

- 15 

zuordnen. Ve1;gleichen wir :Gl. _ (.16 b} mit Gl~ :(7), .so .zeigt da~ 

zweite Glied genau das gleiche Verhalten bei Änderung der· Ein- : 
. .- : . ' . . ' . ' , \ 

fallsrichtung, · das er~te jedoch.ist· ein von· d~r Einfallsrich-

tung unabhängiger skalarer Gleic_hdruck, der nicht ··in :das Im- · 
• 1 ' • • 

pulsko'nzept paßt. ])er impulsanaloge Anteil . des ·. Strahlungsten~ 

sors ist 1m ~egensatz zum skalaren nicht 'vom spe'ziellen Medium 
. ' . - . ' / . . 

· und nicht von den Randbedingungen . abhängig~ 

Ein . schwingendes Materieteilchen, ·da_s eine feste Ruhelage hat, . 

. ,kann jedoch im Zeitmittel nur einen verschwindenden Impuls · be...: 

sitzen, da · 

, ·: j m0 ?reif_= . ';-0 f v-dt : ·r?Jo f = 0 

aber _es .kann ·trotzdem Impuls übertragen ; man denke etwa an ein 

System gek6ppelter jendel . 
. : .· ,. ·, 

Der .mittlere . Impulsstrom 'durch eine feste Fläche (senkrecht 

zur Ausbr • . Richt:/ ) ist für eine Schallwelle offenbar gegeben. 

durch . O ~/ -V'/ , ,was in .. der von ·, uns betracht.eten Näherung 1ver~ · 
\ · . ·. ) ' . . . . ' .· . , . 

sc_hwindet. In ·der · einen H~l bperiode :findet eine Strömung riach 

links; ''in der anderen eine nach rechts statt~ :S eide H'albivellen 

sind . symm~trisch. 

Die durch den Impulstransoprt _ ausgeübten Kräfte . sind aber von 

der Ri;htung des Transportes unabhängig. In· Gl • . (16) ·ka~n c. 
' . . ' ' 1. 

durch \ ' - _Ci ersetzt werden, ohne an d~n .Kräften , ety:as zu . än-
dern •. Will man die Kräfte auf eine Wand bestimmen, auf die , 
(ideal-, reflektierte) B.älle. gevro;fen werden, . so kann man eritwe-

der nur den Impuls_ derjenigen - zählen, die darauf · zufliegen und 

._ doppelt bewerten oder aber den Impulsbetrag ·- der . zu- und weg­

: flie~enden . Bälie. Al~6 ist de~ Betrai des Impulstr~nsportes 
' . . . .,. ' . 

die für die Kräfte maßgebend~ 1 Funktion; für die Schallwelle in 

Einfallsrichtung: 

18 1J- 1 & 1 I = · S 1.9'2 

Obwohl demnach - zumind~st in .der stationären Welle - im Zeit­

mi ttei weder ein· resultierender ·Impuls der · einzelnen Teilchen 

'· 

\ ~ 
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'1 ,' ' ', 

nbch ein restiltierender Jmpulsstrom . exis~iert, ist di~ ~infüh-
rung 'einer IIErsatzimpulsdi'chte" sinnvoll, die die V/elle 1mit~ 

. führt und ßen eigentlichen te.nsoriellen Anteil des . Str~hlungs­

. ·druckes , bestrei•tet. * )· · 

! \ , . • \ l 

Für die Ersatzimpulsdichte gilt dem Betr~ge· nach: 
/ 

' ' 

,; 1 g/ = .3_'&2 
·c 

und mit Einführung der linearen Näherung· ti' = JC und B'~rücksich"."" ; 
tigung der Richtung: ; 

9;, 
, .,.., 1"· = _t_:,__;;p c2 

/ , 

(17) 

Man bestätigt leicht~ daß d~mit füi ,di~ forts6hreitende ' Welle 
und für die ·stehende,, · sow.ei t · es· di,e_ Kräfte auf eine reflektie-

1 ' • • 

rende Wand betrifft, die Strahlungsspannung- sich richtig: er-
gibt, Im letzten Fall muß man das Feld aus .hin- und rücklau..: 
feride~ Welle ' zusammen~etzen. 

Einern b~grenzten Wellenzug muß man schon ·deshalb einen Gl. (17) 
entsprechenden Impuls zuordnen, damit zusammen mit dem Strah- · 
lungsdruck auf eine Wan,d, auf die der Wellenzug auftrifft, der 

. r . 

Impulssatz erfül.l t ist - e·ine Überlegung, die schon :auf . 
P o . y n ~ i n g [1:6] zurückgeht. 

'. rn dei Tat läßt sich in ,di~seci F~li der Impuls 'des Wellen~uges 
ganz allgemein aus der Euler-Gleichung •. in der l!1 6rrn Gl. , ( 5) ent­
nehmen. Mi: t Hilfe : des Gauß' sch'en Sa~zes ~ewinnt man daraus , rni i; • 
Gr'~ , (7): 

f "k c!S1c + ~]J~dV = 0 
• . 1 • 

: < 1 a > 
, 1 

i 

*) B·ei :unserer mit, Bällen beworfenen V!and · heißt das, daß man 
statt der .reflektierten weitere Bälle auf die Wand fliegen , 

, läßt, die alle verschluckt werden~ 
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für ein raumfestes Gebiet~ in dem keine Volumenkräfte , wirken. 

Die Flächennormale -- der Eüllfläche ist dabe-i ·nach ,außen g~ric.h:.. . 

tet. Gl·. (1.8) · besagt: die_ r _esultiere~de J<:raft, · die _da~ G·ebiet 

auf die Berandung au;üb.t,· entspricht der Impulsabnahme im Ih-
. 1 

·nern des - Gebietes. 
.. .... 

Auf den Impuls sel~st kann man aus Gl~ (18) also nur schlies­

sen~ wenn er sich ändert,·also im nichtstationären Fall. Die 

Impulsänderung eines begrenzten'. .Wellenzuges' dessen Front, etwa · .. -- - . . . . . , ' . 

schon- eine Absorptionsfläche errei_cht hat, ist durch die Ge-

schwindigkeit o des rückwärtige·n Endes bestimmt. Aus G~. ( 18) 

folgt 'damit für den be'grenzten Wellenzug im f_reien Medium 

(p _:=;· 0) ~ine · 11wirkliche" Impulsdichte entsprecirnnd Gl. ( 17). Es _ 
' gelin;r,,;t- auf diese We_ise, den Impuls der Welle aus der: linearen· 

Näherung für die Lösung der Schallfeldgleich~ngen zu gewinnen. 

Der Impuls der stationären V✓elle hat im _Sinne von Gl. (18) den 

Charakter einer Integrationskonstanten, über die man fr~ieVer-
. . . 1 . 

fügung hat. Die · Zuordnung einer Gl. · ( 17) entsprechenden Impuis-

dichte ist eine.vernünftige Wahl, weil dadu~ch die Untersch~i-
' dung zwiscl~en der Welle mit freier_ Begrenzung _und dem -stationä- . 

ren Feld
1
entfällt~*) 

Es ist -nun zunächrbt merkwürdig, ·daß · im _Rohr das . skalare Glied 

_P di,k · . _ in Gl. (7) nach dem Irnpu~ssatz Gl. · (18) beint Wellenpa, 
. ' . 

ket einem Zusatzimpul·s in Laufrichtung entspricht. Der vom 

Glie~ '~l. (1~) ve±~~hiedene Chari~ter dieses Z~safzi~pulses 

fällt besonders ins ~uge, wenn die Absor~tionsfläche des·Rohres 

schräg zur Rohrachse · ausgefUhft wird. Abb. 2. Diese Verschie-
, . ·-

L ' denheit im iichtungsverhalteri geht in· Gl. (18) nicht ein, da 

1 

: "• 

*) Übri'gens verlfüift der Schluß im elektromagnetischen _ Fall 
ganz analog. 'Auch hier kann man zwingend nur im nichtstatio--

. nären Fall ·auf die Existenz eines Impulses aus . den Maxwell' . , 
sehen Spannungen schließen. Im stationär_en Fall ' be~i tzt der 
Impuls der Welle also auch nur den Charakter einer Ersat~~ . 
größe bzw. einer sinnvoll gewählten Integrationskonstanten. ' 

• - . . . , . - . - ,· , · . r 

. , 
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Abb. 2 

1 
• dort nur eine integrale Aussage über die ganze Berandung 'ent- . 

halten ist~ Daß aus ·dem alisei'tig ~irkendmf Glied p Öt:k trotz:.; · 

d._e,m ein Impuls mit einer ausgezeichneten Richtung . (~ämlich der 

, .· Fortpflanzungsrich tung) entsteht, liegt : daran, daß alle aride.-
: . ' . . ' . : . ' , . . . ' . . , . /' 

ren Richtungen durch hart~ Wände abgefangen we.r .den und nur in 

. Laufrichtung fre:i.e Grenzflächen · (Vorder- und Rückfront der Wel~ 

le) . zwischen gestörtem ,lind ungestörtem Medium • existieren. 

Eine genauere . Analyse · ist für den se:i:ik~ec~ten Einfall von · • 

·. S c h o c h f 7 J versucht worden. Da~ Ergebnis entspricht je- · . . 
doch nicht .den Forde~ungen des Impuls~~tzes.*) ;Hier sind ~lso 

noch weitere Untersuchungen notv;endig. 

' Im ~tationären • Fall entfallen, diese Schwierigkeiten, da ß8:nn . 

der skalare mittlere Druck p das ganze Rohr gleichmäßig' _erfüllt. 

Es wäre also nicht sinnvoll, .den Ersatzimpuls um ein. materie-
. ' . . . . . ( .· 

abhängiges Zusatzglied zu erhöhen. 

\ · 
1 

*J Für die Impulsdichte ergibt sich nach S c h o c h nur . fü~r 
halbe Wert. von g = ( Y-+ 1 )- /E/c, v1ie aus der Kraft F =' p · 
+ J v2 =.yE + ·E ~feigen würde. In dieser .Arbeit ist aller~ 
dings der Impulssatz scheinbar erfüllt dadur~h, daß bei der ~ 
Kraf1 : auf die Absorptionsfläche ein Rechenfehler ,u~ den Fak­
tor 2 auftritt. 

! 

,. 

·. , 

1 

\• 

1 
~ -
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